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  今回からは実用的な回折振幅・強度計算の基礎となる、キルヒホッフ(kirchhoff)の回

折積分式について、ヘルムホルツ（Helmholtz）方程式から出発して述べさせて戴きたい。

特に今回はそのまた基本となるキルヒホッフノ積分定理について解説させて戴く。 

 

１． キルヒホッフの積分定理 ① 

 

スカラー波動方程式、 
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     （A） 

 

において厳密な単色波を考慮し 

 

   tiruU  exp      （B） 

 

として、時間項を分離した形を考えると、 
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ただし、    
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なる、時間に依存しない、波動の空間的な状態を表すヘルムホルツ方程式が導かれる。 

ここから、実用的な回折強度計算式としての解を導こう。 

  図 1 にあるような空間内の閉曲面を考える。 

 

  

図 1   波動空間における Green の定理の適用  

 

 

その内向き法線をｎとして、それぞれ、滑らかな閉曲面 S で囲まれた内部空間を V とし、

V 内および曲面 S 上で、関数 U,G がそれぞれ、それ自身と、その１次および 2 次導関数が

連続である時、以下の関係、グリーン（Green）の定理 3),4),8)が成立する（第 2 公式）。 
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  －（2） 

 

nU  、 nG  は閉曲面 S 上の点における内向き法線方向に沿った関数 U,G の微分係数

を表している。上記(1)式は 
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とも表せ、ここで関数 U,G が（1）式、ヘルムホルツ方程式を満たしていれば（2）式左辺

の被積分関数は常に、 
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となり、(2)式は 
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と出来る。ここでこの様な条件を満たす関数の一つを Green 関数として以下のように決め

る。 
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ここで、この閉曲面領域内の任意の観測点を P とするとき、この点 P から、やはりこ

の領域内、曲面上のある点 Q に達するベクトルｓの大きさをｓと表している。従って（B）

式での時間項の指数の符号に注意すれば、（4）式は明らかに原点 P を中心として広がって

行く球面波を表していることが理解できる。 

ところが（3）式の面積積分を考える際に、s＝０となる P 点はこの関数が不連続であ

って特異点となるのでこの点を取り除いて空間を考えなくてはならない。そこで点 P を中

心とする微小半径ε、表面積 S’の球をこの空間から切り取る。すると（3）式における積

分面積は S+S’となり、（4）式も考慮すると、 
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となる。 

 



4 

 

 http://www.osc-japan.com/ 

ここで、（4）式の関数を用いて小球についての面積分を考えよう。ところで、
n

s


 は

n

方向へ Q が微小量△n 移動して Q’となった場合のｓの変化の割合を表している（図 2）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 S の変化 

 

従って、 
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微小量△n に比べｓは非常に大きな量と考えれば、上式根号内のそれらの２次の項は消えて、

さらに根号内の第 2 項<<１として、根号に 1 次近似を行い計算していくと 
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図 2 から分かるように、下記の cos の位相は、ここでの二つのベクトルの為す角度を表すと

して、 sn


, の方向による cos の符号に注意して、 
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となる。 
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